Модели неустойчивого исторического развития

Основные понятия математической теории хаоса формулируются на с помощью т.н. дифференциальных уравнений. Что это такое и как лучше всего представить смысл этих уравнений, описывающих многие конкретные, в т.ч. социальные явления? Чтобы это понять, обратимся сперва к простому примеру.

В конце XVIII века английский философ и историк Томас Роберт Мальтус (его можно было бы назвать одним из первых демографов, если бы эта профессия тогда существовала) предсказал, что рост человечества очень скоро столкнется с непреодолимыми трудностями – нехваткой ресурсов и последующим перенаселением Земли. Его рассуждения были достаточно простыми и естественными, но опираясь на математический аппарат, Мальтус выводил из них весьма драматические следствия.

Зададимся, вместе с Мальтусом, вопросом, о том, как может меняться с течением времени население закрытого от внешнего мира общества (это может быть племя, населяющее долину, которая ограничена высокими горами, или население острова в океане, или даже какая-либо страна, труднодоступная для путешественников, наконец, в таком качестве можно рассматривать и всю Землю в целом). Изменение населения в таком обществе определяется только рождаемостью и смертностью. Естественно предположить, рассуждал ученый, что как число новорожденных, так и умерших за некоторый промежуток времени пропорционально общему количеству людей. А именно, обозначим численность населения в начале некоторого года буквой Xi где i - это номер года (зависящий от начала летоисчисления; так, это может быть i=2000 н.э., или i=7508 от сотворения мира, или i=1, если летоисчисление начинается с текущего года – для нашей задачи это совершенно не важно). За этот год число жителей изменится, согласно нашему предположению, на величину (Xi , равную:

(Xi = r Xi – m Xi= (r - m) Xi
Выражение описывает прирост населения за счет родившихся и убыль за счет умерших, причем оба этих числа пропорциональны Xi с коэффициентами r и m, которые называются коэффициентами рождаемости и смертности, характерными для  данного общества. Мальтус предположил, что эти величины, хотя конечно и меняются год от года, но для общей оценки могут считаться постоянными. (Например, в США в последние 40 лет коэффициент смертности за год стабильно удерживается вблизи 0,9%, а коэффициент рождаемости за год в последние 30 лет не слишком сильно колеблется вокруг значения в 1,6%)
. Вместе оба эти коэффициента образуют показатель воспроизводства населения q=r-m, так что в итоге можно записать, что:

(Xi =q Xi                                                                                   (1)

Численность населения в начале следующего года Xi+1 определяется прибавлением к  Xi  этого изменения:

Xi+1=Xi  + (Xi = Xi +q Xi = (1+q) Xi
Написанное уравнение позволяет сделать два вывода. Во-первых, количество людей в обществе в следующем году определяется ее значением в предыдущем. Т.е., зная начальную численность населения X0 (причем за начало отсчета можно выбрать любой год), мы последовательно определяем ее в каждом последующем, находя X1, X2, X3 и т.д., и таким образом, получаем полную динамику роста населения на произвольное число лет вперед (считая, что коэффициент воспроизводства останется постоянным!) Во-вторых, эта динамика определяется очень простым математическим выражением – геометрической прогрессией. Действительно, из уравнения “автоматически” вытекает, что величина Xi для произвольного года связана с начальным значением X0 следующим образом:

Xi = (1+q) i ∙X0 , i=1,2,3,...                      (2)

В зависимости от коэффициента воспроизводства эта формула описывает три различных случая: если q>0 (рождаемость в обществе превышает смертность), то население будет из года в год расти, причем за каждый год – в одно и то же число раз; если q<0 (смертность выше рождаемости), то население каждый год становится в одно и то же число раз меньше и в перспективе стремится к нулю; наконец, если q=0 (рождамость и смертность одинаковы), то численность населения остается постоянной, как и можно было ожидать.

Вычисление количества жителей страны по схеме Мальтуса, которую мы изложили, является очень удобным примером для того, чтобы освоиться с основами математического языка в социальных науках. Сейчас вы сами, уважаемый читатель, можете проделать вычислительный эксперимент и своими глазами увидеть, как изменяется динамика населения в зависимости от задаваемых параметров. Для этого вам понадобится компьютер со скромными параметрами и с работающей на нем стандартной программой Microsoft Excel  в любой ее версии. Мы поможем вам провести этот эксперимент в несколько шагов

1. Подготовка к вычислениям.
Включите компьютер и войдите в операционную систему Windows. Здесь, в одном из разделов главного меню (иногда этот раздел называется Microsoft Office) должен находиться значок программы Excel – в виде буквы “X” на фоне листа бумаги. Нажмите на этот значок и появится основное окно программы – лист, поделенный на множество клеток. У этих клеток есть нумерация: по вертикали – цифрами, по горизонтали – латинскими буквами. Одна из клеток сейчас выделена черной рамкой – эта ваша “текущая” клетка, там же находится курсор. Вы можете менять текущую клетку, управляя ей с помощью клавиш со стрелками на вашей клавиатуре. Попробуйте подвигать рамку по листу, а также напишите что-нибудь внутри любой из клеток, а потом сотрите, нажав клавиши “Назад” – “Backspace” (“(“) или “Уничтожить” – “Del”. Именно так производится ввод информации в клетки. Когда вы освоитесь с этим – переводите рамку в левый верхний угол на клетку “A1”. Все готово к началу эксперимента.

2. Ввод данных.

Как мы уже знаем, численность населения в схеме Мальтуса определяется начальным значением и коэффициентами рождаемости о смертности, поэтому мы должны ввести в программу три числа: X0, r и m. Эти числа, конечно, можно выбрать любыми, но, обладая некоторыми данными по статистике Соединенных Штатов, мы можем предложить вам рассмотреть динамику американского населения. Заметим, что поскольку США – отнюдь не закрытая страна, то полученные данные внутреннего прироста населения интересно сравнить с реальной численностью и тем самым оценить какой вклад в нее вносят внешние факторы, как например, иммиграция. Итак, рассмотрим динамику населения США за последние 30 лет и введем в клетку “A1” численность населения в 1965 году – около 194 млн.чел. (т.е. наберем на клавиатуре число 194 в этой клетке и запомним, что выбранные единицы соответствуют миллиону человек). Переведя рамку в соседнюю клетку “B1”, запишем в ней коэффициент рождаемости 1,6%, а в следующей клетке “С1” – коэффициент смертности 0,9% (значок процента вводить обязательно!). Теперь все данные введены и можно переходить к вычислениям.

3. Вычислительная формула.

Эта формула, вычисляющая значения населения в следующем году по предыдущему, уже была нами написана выше, но для удобства еще раз повторим ее здесь: Xi+1=Xi  + (r – m) Xi . Численность населения будет находиться в первом столбце нашего листа, поэтому мы начнем с нахождения первого из вычисляемых значений (т.е. населения в 1966 г.), которое должно быть в клетке “A2”. Для этого вводим туда строчку, начинающуюся со знака равенства: 

=A1+(B$1–C$1)*A1 

Сравните эту запись с правой частью формулы выше – и ее смысл будет вам ясен. Действительно, вместо A1 программа подставит написанное в этой клетке значение 194, а вместо B1 и C1 – коэффициенты r и m. Смысл знака “$” мы объясним чуть ниже.

Итак, если вы без ошибки ввели указанную строку, то в клетке “A2” у вас появилось число 195,358 – вычисленное количество млн. жителей США в 1966 г. (впрочем, на цифры после запятой можно не обращать внимания – это явное превышение точности нашей модели).

4. Получение окончательных результатов.

Теперь нам остается только “размножить” полученную формулу из ячейки “A2” на весь столбец “A”. Для этого подведем указатель мыши к правому нижнему углу рамки вокруг этой ячейки (при этом сам указатель принимает форму черного крестика). Нажимая на левую кнопку мыши, мы “тянем” указатель вниз по столбцу, на столько клеток, на сколько нам нужно. Если мы хотим узнать динамику за 30 лет, то естественно остановиться на клетке “A30” и отпустить левую кнопку мыши. Наша формула скопирована на все ячейки от “A2” до “A30”, поставив рамку на любую из них, вы можете в этом убедиться. Причем когда мы “перетаскивали” формулу вниз, соответственно менялись все индексы ячеек, кроме тех, что были помечены знаком “$”. Поэтому фиксированные коэффициенты, содержащиеся в клетках B1 и С1, мы и отметили так, а переменные индексы у клеток столбца “A” обеспечили правильный переход, на каждом следующем шаге подставляя численность населения из предыдущей ячейки. В результате каждое значение этого столбца соответствует населению в определенном году, отсчитываемом от 1965, а последнее число в “A30” – населению США в 1994 году.

Если наши результаты совпали, то у вас получилось, что в 1994 году число американцев за счет естественного прироста населения должно было составить около 237,5 млн.чел. Любопытно, то реальная численность в этом году значительно выше – около 260 млн.чел. За 30 лет вычисленный нами полный прирост составил 43,5 млн. чел., в то время как реальный – около 66 млн., и следовательно “лишние” 22,5 млн. – это прирост обусловленные внешними факторами, в первую очередь – иммиграцией (сюда включаются и дети, родившиеся у иммигрантов, въехавших в страну за данный период) . В итоге мы сделали интересный вывод – за последние 30 лет иммиграция составила до 1/3 от естественного прироста населения США (заметим, что коэффициенты рождаемости и смертности мы при этом предполагали неизменными).

Наконец, вы можете сами исследовать другие свойства нашего эксперимента – например, поменять по своему усмотрению параметры рождаемости или смертности, начать с другого начального значения и т.д. Интересно, что все вычисления будут меняться автоматически – вам досточно лишь поменять число, скажем, в клетке “B2”, и сразу же в клетке  “A30” появится новый ответ.

Однако, у рассмотренной нами модели есть существенный недостаток, который сказывается на границах ее точности. Правильные оценки можно получить в этой вычислительной схеме только при небольших коэффициентах рождаемости и смертности, в противном же случае описанная выше математическая схема вычисления естественного прироста населения неприменима. Дело в том, что в ней мы неявно предполагаем, что население изменяется дискретно, от года к году, в то время как на самом деле его рост происходит непрерывно, и при больших коэффициентах воспроизводства численность может существенно меняться уже в течение одного года. Неучет этого в нашей схеме приводит к накапливающейся ошибке.

Поэтому необходимо сделать переход к более универсальному классу моделей – от дикретных схем к построению дифференциального уравнения, описывающего непрерывную зависимость от времени. Дифференциальное уравнение исследует не конечные изменения, а скорость роста переменной величины. Наглядно это можно показать так. В дискретных вычислениях выше за единицу времени мы выбирали 1 год, поэтому приращение населения за год можно записать как 

(Xi =(Xi /1=(X(t)/(t=q X(t)
где (t = 1 год – прошедший отрезок времени. От дискретных обозначений, в которых время мы обозначали индексом i, мы перешли к непрерывному обозначению X(t). Поэтому и приращение населения обозначено как (X(t)=X(t+(t) – X(t).
Величина (X(t)/(t имеет смысл средней скорости изменения численности населения за данный промежуток времени. Ясно, что ее можно в принципе определить для любого отрезка времени (t (год, месяц, неделя, день и т.д.) и начального момента времени t (не обязательно только начала года, как мы это делали раньше, но и начала каждого месяца и т.д.). В предельном случае мы можем вычислить мгновенную скорость роста в любой момент времени – для этого только нужно выбирать все меньшие интервалы (t, отсчитываемые от данного момента t, вычислить приращение (X(t) за этот интервал и разделить их друг на друга. Такая мгновенная скорость в математике называется производной от переменной величины X(t) по времени и обозначается как  dX/dt. Итак, для мгновенной скорости роста населения выписанное выше уравнение (1) получает вид:

dX/dt = q X (t)         (3)

Именно такие уравнения и называются дифференциальными.  Они позволяют выразить значения скоростей изменения переменных по времени через сами переменные величины. Дифференциальное уравнение является лишь предельным случаем разностного уравнения (1), точно так же как мгновенная скорость dX/dt есть предельный случай средней скорости (X/(t.

В отличие от разностного уравнения, решить которое, как мы видели, можно элементарными вычислительными средствами, выписать решение дифференциального уравнения в общем виде – непростая задача, которую не всегда удается решить с помощью формул, в аналитическом виде; напротив, очень часто приходится прибегать к помощи графиков и других форм представления решений дифференциальных уравнений. Однако, наше простейшее уравнение (3) имеет аналитическое решение:

X(t)=X0 exp (qt)                                          (4)

Здесь X0 – это начальная численность населения (соответствующая началу отсчета времени t=0). Решения такого типа называются экспоненциальными (впервые в математике они обсуждались в XVIII веке Лейбницем и Эйлером), а соответствующая функция – показательной или экспонентой (ее график изображен на рис. 1). Полученное нами ранее дискретное решение (2) – лишь частный случай экспоненциального роста
. Причем, главное преимущество нового решения (4) – в его непрерывности, что позволяет найти численность населения в любой момент времени.

Замечательно, что качественные свойства динамики населения, описываемой (4), не зависят от конкретного значения q, а только от его знака. Если коэффициент воспроизводства положителен, но население неограниченно растет, удваиваясь за равные промежутки лет; если отрицателен, то столь же стремительно падает, и если q=0 – остается постоянным. На основании решения (4) легко сделать конкретные оценки. Скажем, если население некоторого острова за 20 лет удвоилось, то еще через 11,7 лет оно утроится, еще через 8,3 года – учетверится, через 6,4 года – возрастет в 5 раз и далее приращение на каждое следующее число раз будет происходить все быстрее. Скажем, спустя 75 лет наблюдений прирост населения, равный его начальному числу, будет происходить уже в течение одного года. Через 100 лет население вырастет по сравнению с начальным в 32 раза – ясно, что это может превысить естественные ресурсы острова и означать его перенаселение, выход из которого – в колонизации новых земель. Именно таков был, например, механизм массового выведения колоний из греческих полисов в VII–VI вв. до н.э., когда перенаселение этих малых городов – государств достигалось за считанные десятки лет
. 

В своей классической работе (An Essay on the Principle of Population, As It Affects the Future Improvement of Society, 1798) Мальтус обобщил эти проблемы перенаселения на население Земли в целом. Экспоненциальный рост населения должен обогнать линейный рост добываемых пищевых продуктов, и поэтому, согласно английскому ученому, условия жизни на планете в отсутствии войн, эпидемий и других катаклизмов будут неуклонно ухудшаться – этот вывод резко противоречил предсказываемому философами–просветителями грядущему “золотому веку”. Действительно, мы можем оценки и опасения Мальтуса применить к современному состоянию населения Земли. Если на 1993 год его численность оценивалась в 5,5 миллиардов человек, а сам рубеж в 5 млрд. был превышен в середине 1980-х гг., то при сохранении этих темпов роста по формуле (4) легко вычислить, что в 2000 году население Земли должно составить 6 млрд. человек, около 2025 года – 8 млрд., а рубеж 10 млрд. будет перейден в середине XXI века. Если такой рост не будет сопровождаться столь же быстрым увеличением производства ресурсов (которое возможно лишь за счет скачков в технологии), то человечество ждет жестокая борьба за выживание.

Мальтус и его продолжатели XIX века выступали за контроль над рождаемостью, различные ее “моральные ограничения”. Может ли это спасти человечество от будущей катастрофы? Ответ вновь дает нам дифференциальное уравнение (3). Дело в том, что меры, связанные с осознанием опасности перенаселения, возможностью “саморегуляции” системы, приводят к тому, что коэффициент воспроизводства q перестает быть независимой постоянной величиной – он должен уменьшаться по мере роста численности населения X.  В простейшем случае это можно представить как q=a (Xпр – X(t)), где Xпр – эта некоторая предельная величина населения (определяемая ресурсами планеты), после достижения которой коэффициент воспроизводства обращается в нуль. Существование такого предела обусловлено ограниченностью ресурсов любой популяции, и подтверждается исследованиями в биологии, начатыми в свое время Ч.Дарвиным именно под влиянием работ Мальтуса.

В этих предположениях уравнение, описывающее динамику населения, приобретает новый вид

dX/dt = a (Xпр – X(t)) X (t)               (5)

Уравнение (5) предлагает нам качественно новый тип зависимости – оно является нелинейным, поскольку производная dX/dt зависит от величины X нелинейным (в данном случае квадратичным) образом. В отличие от (5) прежнее уравнение (3) было линейным, поскольку в нем производная оказывалась прямо пропорциональной переменной величине.

Такое, на первый взгляд, незначительное усложнение уравнения радикально сказывается на его решении. Его вид представлен на рис. 2. При малой (относительно предельной величины) начальной численности населения (кривая 1) первое время изменения коэффициента q чувствуются слабо, и оно растет так же, как росло решение (4). Однако с приближением X к Xпр коэффициент воспроизводства стремится к нулю, поэтому рост населения “замирает”, его численность выходит на постоянную величину (горизонтальный участок кривой на графике). Интересно, что если начальная численность вдруг превышает предельную (например, миграция большой группы людей на остров с малыми ресурсами), то это автоматически означает, что коэффициент воспроизводства становится отрицательным и население падает, но так, чтобы с течением времени достичь предельного уровня (кривая 2).  При X=Xпр скорость изменения переменной обращается в нуль. Такие величины называются стационарными точками дифференциального уравнения.

Модифицированная модель Мальтуса (5) находит применение в изучении популяционной динамики у животных
. Как подчеркивают ученые, именно она позволяет математически сформулировать дарвиновскую идею о выживании видов в процессе естественного отбора. И в отношении населения Земли демографы в целом руководствуются именно нелинейной моделью – так, по последним данным, его численность может стабилизироваться где-то между 12–13 млрд. человек на рубеже около 2075 года.

Итак, на достаточно простом примере мы научились в этой главе пользоваться языком дифференциальных уравнений. Богатство этого языка можно было оценить по тому, как на основании некоторых простых предположений мы получили не только важные качественные следствия, но и точные количественные оценки. Особенно обратим внимание на то, как резко меняет поведение системы наличие нелинейной связи – именно это свойство приведет нас к появлению хаоса. 

Наконец, протянем еще одну ниточку, связывающую язык дифференциальных уравнений с историей. Их объединяет не только изучение временной зависимости количественных и качественных показателей, но и локальность суждений. Выше мы упоминали о критике концепции глобальных законов в истории, из которой следовало, что ведущую роль здесь могут играть лишь локальные тенденции, содержащие многообразие путей. На наш взгляд, дифференциальное уравнение и является с точки зрения математического языка адекватной метафорой исторических тенденций. Подчеркнем еще раз, что в дифференциальном уравнении скорость изменения величин определяется их значениями только в данный момент времени, а не на всей их предыстории. С другой стороны, общее решение дифференциального уравнения – это полный набор траекторий, среди которых лишь выбор начального значения фиксирует конкретное решение. 

Правда, в том примере с моделями исторической демографии, которые мы только что рассмотрели, изменение начального условия (начальной численности населения) почти ничего не меняло в решении – вся его динамика определялась коэффициентом q. Малые изменения в начальном значении вели к столь же малым изменениям в поведении решения – его график лишь незначительно сдвигался вверх или вниз (рис. 3). Это общее свойство линейных дифференциальных уравнений. На язык истории его можно перевести как “малые причины порождают малые последствия”.
 Лишь в случае нелинейной связи в уравнении (5) можно наблюдать качественный скачок – если мы варьируем задаваемую начальную численность населения вблизи Xпр, но можно небольшим изменением перейти от возрастающего решения (X0<Xпр) к убывающему (X0>Xпр). Однако, дальнейшая судьба решений и соответствующих им групп населения одинакова – все они стремятся к постоянной численности, равной Xпр .

Казалось бы, трудно спорить на уровне нашего обыденного сознания со столь естественным утверждением, что от незначительных изменений не бывает катастрофических последствий. И тем не менее, в значительной своей части природа устроена совершенно иначе, и об этом пойдет речь в следующем разделе.

Щуки и правительство

В описанной нами ранее модели Мальтуса присутствовала всего одна динамическая переменная – X(t). Это было вполне естественно, поскольку нас интересовал только один показатель – численность населения, и само население рассматривалось как однородная группа людей. Однако, как быть, если нас интересуют несколько групп людей, не смешивающихся между собой, но взаимодействующих (т.е. проживающих на одной территории, общающихся, обменивающихся продуктами и т.д.)? Очевидно, что для такой ситуации необходимо написать многокомпонентную модель с несколькими динамическими переменными – X(t), Y(t), Z(t) и т.д., каждая из которых соответствует своей группе. Многокомпонентная модель может возникнуть и для однородной группы людей (например, этноса), если мы ставим задачу изучить несколько его разных показателей (не только численность, но социальную активность, уровень образования, отношение к соседним этносам и пр.), оказывающих влияние друг на друга
. 

Математический язык предоставляет нам описание моделей такого типа с помощью системы дифференциальных уравнений. Каждое из этих уравнений определяет скорость изменения одной из динамических переменных, которая выражается через значения всех переменных задачи. 

Мы начнем знакомство с системами дифференциальных уравнений с двумерного случая (два уравнения в системе). Модель, которую мы рассмотрим, хорошо известна в социологии, а родилась она в биологии еще в 1931 г. Ее предложил В.Вольтерра, итальянский ученый, по праву считающийся основателем математической экологии, для описания циклических процессов происходящих в цепи питания “хищник – жертва”, а американский математик А.Дж.Лотка первым использовал ее для развития языка социологических моделей, изучающих динамику населения.

Предположим, что две социальные группы (или популяции), численность которых описывают переменные X(t) и Y(t), взаимосвязаны друг с другом. С одной стороны, динамика каждой из численностей определяется внутренними показателями воспроизводства и предела роста (как мы видели это выше в модели Мальтуса). Однако, с другой стороны, к этим “собственным” изменениям каждой из переменных добавляется величина, пропорциональная влиянию другой группы. В итоге, мы можем записать для скорости роста каждой переменной похожие выражения:

dX/dt = a(Xпр–X)∙ X + k12 ∙X∙Y                                                 (6)
dY/dt = b(Yпр–Y)∙Y +  k21 ∙X∙Y

Первые слагаемые в каждом из уравнений в точности совпадают с правой частью модели Мальтуса с пределом роста (5) – это и есть собственные вклады в динамику переменных. Вторые же слагаемые, пропорциональные произведению X(t)∙Y(t), описывают взаимосвязь групп. Здесь важно дать правильное истолкование смысла коэффициентов k12  и  k21 . Если оба коэффициента больше нуля, то взаимодействие групп приводит к росту численности каждой из них. Поэтому, в таком случае уместно говорить о сотрудничестве, “кооперации” двух групп (в биологии такое взаимодействие называется симбиозом). Если оба коэффициента отрицательны (т.е. в результате взаимодействия численность каждой из групп уменьшается), то речь идет о «конкуренции» групп (в биологии каждая из популяций “пожирает” другую). Наконец, если коэффициенты имеют разные знаки, например, k12>0, а k21<0, то отношения между группами можно характеризовать как “хищник – добыча”: первая группа (“хищники”) питается за счет второй группы (“добыча”), причем численность хищников растет пропорционально количеству добычи, а сама добыча, наоборот, уменьшается пропорционально числу хищников.

Система (6) описывает простейшее двухкомпонентное взаимодействие. Она является нелинейной, и в общем виде решается вычислительными методами, причем поведение решений сильно зависит от соотношения между параметрами модели. Демонстрировать эти решения можно разными способами – так, например, можно построить графики каждой из величин X(t) и Y(t) как функции времени, и, сравнивая оба графика между собой, делать выводы о свойствах полученного решения. Но более эффективный способ, предложенный математиками, состоит в построении фазового портрета решений системы. Это чисто геометрическая картина, полностью эквивалентная данной системе дифференциальных уравнений (ее всегда можно нарисовать благодаря тесной связи между алгеброй и геометрией, и ведь недаром именно последнюю в платоновской Академии считали вершиной математики!).

На фазовым портрете решения изображаются на плоскости с координатами XY (которая в этом случае называется фазовой плоскостью) в виде траекторий Y(X) или X(Y). Чтобы определить поведение переменных в каждом конкретном случае, мы “стартуем” от начальных условий – точки с координатами (X0, Y0). Поскольку через каждую точку фазовой плоскости проходит только одна траектория, то, задав начальные условия, мы тем самым попадаем на искомую траекторию и движемся дальше в соответствии с ней. А двигаясь по траектории, мы тем самым и определяем дальнейшую динамику изменения переменных X и Y в данном конкретном решении.

Чтобы лучше в этом разобраться, рассмотрим “классическую” систему Лотки–Вольтерра, написанную как модель динамики двух популяций – щук и ершей – в замкнутом водоеме (в озере или пруде)
. В данной модели щуки, естественно, выступают в роли хищников, а ерши – добычи. Упрощая исходную систему (6), авторы предположили, что общая масса популяции щук X(t) далека от предельного уровня и, более того, обладает отрицательным коэффициентом воспроизводства, так что в отсутствии добычи – ершей – щуки бы экспоненциально быстро вымирали (их “собственное” уравнение dX/dt= – a X, a>0). Напротив, популяция ершей, также далекая от насыщения, без щук неограниченно плодилась бы согласно уравнению dY/dt= b Y, b>0. Объединим теперь оба уравнения в систему с учетом взаимодействия, а именно, полагая, что щуки поедают ершей:

dX/dt = – a X + k X∙Y                                     (7)
dY/dt =    b Y  – k X∙Y

Здесь k > 0 – “коэффициент питания” – написан в соответствии со схемой “хищник–добыча”, причем его равенство в обоих уравнениях просто означает тот факт, что в процессе питания полная биомасса сохраняется (обе переменные величины имеют в модели Лотки–Вольтерра смысл не численности популяции, а пропорциональной ей биомассы).

Система (7) значительно проще исходной системы (6), ее решение можно даже найти аналитически. Однако мы, для построения фазовых траекторий вновь воспользуемся программой Microsoft Excel. 

1. Подготовка к вычислениям и ввод данных.
Запустим программу и на появившемся чистом листе в первую строку будем вводить начальные данные. Пусть первый столбец листа (столбец A) соответствует переменной X (щуки), а второй (столбец B) – переменной Y (ерши). В ячейку A1 мы заносим начальную массу щук, а в ячейку B1 – начальную массу ершей. Например, представим, что в наш воображаемый пруд запустили сперва не очень много рыбы – 20 кг щук и 30 кг ершей (в A1 вводим 20, в B1 – 30). 

Дальнейшие ячейки первой строки будут соответствовать коэффициентам системы (7). Параметры a и b соответствуют характерным временам размножения популяции (ср. модель Мальтуса). Мы выберем их одинаковыми и равными единице измерения времени в нашей системе a = b = 1 (в ячейки C1 и D1 заносим числа 1), а коэффициент питания положим  k=0,01 (в E1 вводим 0,01). Наконец, в ячейку F1 мы вводим временной шаг модели (t = 0,05 (он должен быть существенно меньше характерного времени системы). Итак, первая строка нашего листа выглядят следующим образом

	20
	30
	1
	1
	0,01
	0,05


2. Вычислительная схема.

Необходимо преобразовать систему (7) к виду, удобному для вычислений. Для этого мы вспоминаем, что, например, производную dX/dt можно заменить скоростью роста (X/(t за конечное время (t, если это время достаточно мало. Сделав такую замену для производных dX/dt и dY/dt, и вспоминая, что по определению (X = Xi+1 – Xi, после несложных математических преобразований мы получим способ нахождения следующий значений Xi+1 и Yi+1, по предыдущим: 

Xi+1 = Xi + (t * (– a Xi + k Xi Yi)

Yi+1 = Yi + (t * (   b Yi – k Xi Yi)

Остается только ввести эту вычислительную схему в нашу таблицу. А именно, в ячейку A2 мы вводим формулу

= A1 + F$1 * (–C$1*A1 + E$1 * A1 * B1)

а в ячейку B2 формулу

= B1 + F$1 * (D$1 * B1 – E$1 * A1 * B1)

3. Построение графиков и фазовых траекторий.

Интересно проследить развитие наших популяций на достаточно длительном промежутке времени, поэтому мы выберем 200 шагов вычислений, а "протянем" с помощью мыши наши вычислительные формулы, размножая первую из них на  столбец A вплоть до A200, а вторую формулу – вплоть до B200. Чтобы увидеть графики изменения массы щук и ершей, выделим (нажав клавишу "Shift" и двигая курсор) оба столбца, т.е. весь диапазон ячеек от A1 до B200. Далее в основном меню программы нажмем клавишу "Мастер диаграмм". Мы выбираем тип диаграммы – "График". На экране появятся простые инструкции, следуя которым мы строим диаграмму, на которой находятся оба графика X(t) (щуки – «правый» график) и Y(t) (ерши – «левый» график). Они приведены на рис. 4.




Рис. 4. Динамика модели Лотки–Вольтерра для популяции ершей (график слева) и щук (график справа).

По горизонтальной оси откладывается номер шага по времени. Мы видим интересное свойство – примерно спустя 50 шагов оба графика начинают расти, максимальная масса щук достигает 400 кг, максимальная масса ершей чуть меньше. Однако важно, что положения этих максимумов разные, более того, можно заменить, что максимум ершей соответствует наибольшему росту популяции щук (они "хорошо питаются"), и, наоборот, максимум щук – наискорейшему уменьшению числа ершей, которых в этот момент активно поедают.

Оказывается, что постоить фазовую траекторию, соответствующую этим решениям, не менее просто. Поскольку фазовая траектория строится в координатах (X, Y), то нам нужно, опять выделив диапазон A1:B200 и нажав "Мастер диаграмм", просто выбрать другой тип графика – "XY – точечная диаграмма". Построенная картинка будет иметь следующий вид:




Рис. 5. Фазовая траектория в модели Лотки-Вольтерра (по оси X  – щуки, по оси Y – ерши).

Ясно, что такие фазовые траектории можно построить не только для выбранных нами начальных условий (X=20, Y=30), но и для любых точек фазовой плоскости, таким образом, получив полный фазовый портрет системы. Заметим здесь, что поскольку при построении вычислительной схемы мы пользовались приближенным выражением для производной, поэтому вычисленная траектория не вполне точна – на диаграмме она не замкнута, в то время как точный анализ показывает, что траекториями системы (7) являются замкнутые кривые. 

Очень интересен вид полного фазового портрета системы, изображенный на фазовом портрете (см. рис.6) Оказывается, что популяции щук и ершей изменяются циклически  –  об этом говорят замкнутые траектории на фазовой плоскости, двигаясь по которым мы вновь возвращаемся в исходное состояние системы. Циклический характер процесса можно объяснить и качественно. Постепенное вымирание щук приводит к тому, что популяция ершей начинает расти, тем самым у щук появляется больше добычи, процесс их вымирания прекращается и их популяция растет, вследствие этого пожирается все больше ершей, а значит их популяция сокращается, добычи не хватает, и щуки вновь начинают вымирать. На фазовой плоскости существует одна точка, в которой достигается равновесие – обе популяции не изменяются, т.к. съеденный и естественный приросты точно компенсируют друг друга (это – стационарная точка системы дифференциальных уравнений (7), ее можно найти, приравнивая к нулю правые части каждого уравнения, откуда Xc=b/k, Yc=a/k). Интересно, что даже стартуя из ситуаций, далеких от стабильного равновесия (т.е. начальные условия X0 и Y0 далеки от Xc и Yc), процесс носит устойчивый, повторяющийся характер – замкнутые траектории охватывают всю фазовую плоскость. Единственное исключение  – это начало координат, точка (X=0, Y=0). Здесь система находится в неустойчивом равновесии. Действительно, отсутствие рыбы в пруду может длиться сколь угодно долго, однако, стоит там появиться хотя бы незначительному количеству щук и ершей, как система уже не вернется к нулевому состоянию, а продолжит циклическое развитие.

Как мы уже упоминали, двухкомпонентные модели типа (6) применимы не только в биологии, но и к исследованиям динамики общества. Значительную работу здесь проделал современный немецкий ученый, физик и социолог В.Вайдлих.
 Он рассматривал систему типа (6) как модель отношений между “народом” и “правительством”, причем переменные X(t) и Y(t) трактовались им как меняющаяся со временем степень влияния каждой из этих групп на принятие решений в обществе. Вайдлих доказал несколько общих выводов о протекании политических процессов в этой модели, а иллюстрирующие их фазовые траектории. приведены на рисунках. (рис.7). 1) При наличии “сотрудничества” между народом и правительством (т.е. народ доверяет решениям, принимаемым правительством, а то, в свою очередь, считается с мнением народа) система в зависимости от начального состояния может прийти к двум стабильным состояниям – гармоничной демократии, характеризующейся авторитетным правительством (большими X) и значительной ролью народа в принятии решений (большими Y) или (при “неблагоприятных” начальных условиях) – анархии, когда правительство безответственно и опирается на столь же безответственное мнение народа, причем ни один из них не контролирует ситуации, величины X и Y малы. 2) Если в силу каких–либо исторических обстоятельств в обществе сложился антагонизм между народом и правительством (т.е. правительство не доверяет народу, стремится уменьшить роль его мнения, и, наоборот, народ не склонен поддерживать авторитет правительства), то система также с течением времени приходит к двум устойчивым точкам – диктатуре (вся власть в руках правительства, не считающегося с народом, большие X, но малые Y) или охлократии, при которой единственной силой, влияющей на принятие решений, остается народ, а власть правительства минимальна (малые X, большие Y). 3) Наконец, если отношения между правительством и народом построены по схеме “хищник–добыча” (скажем, правительство жестко подавляет народное мнение репрессиями, а народ, тем не менее, поддерживает политику правительства), то, к удивлению, эта ситуация демонстрирует свою стабильность и приводит к циклическим изменениям авторитета народа и правительства вокруг равновесного значения, как мы это видели в модели Лотки–Вольтерра. Народ получает то несколько большее, то меньшее участие в принятии решений, при этом вес правительства в обществе то растет, то несколько падает, но вся система сохраняет устойчивость и повторяемость, и перевести ее на другой режим можно только внешними воздействиями
.

Итак, мы познакомились с некоторыми применениями двумерных систем дифференциальных уравнений в биологии и социальных науках и увидели, что эти системы  позволяют описать качественно новые процессы по сравнению с одномерным уравнениям типа модели Мальтуса, рассматривавшимися ранее. В частности, именно в рамках двумерных систем естественно возникают периодические, циклические процессы.
 

Общие же свойства решений двумерных систем куда богаче уже изученных нами. Так, помимо циклов и траекторий, уходящих в бесконечность, на фазовой плоскости можно нарисовать семейство траекторий, сходящихся к данной точке, которая в таком случае называется фокусом (см. рис.8) Также легко представить фазовый портрет и другого рода: незамкнутые траектории с течением времени “наматываются” на некоторую данную замкнутую траекторию, которая получила название предельного цикла. (см. рис.9)

Хорошей иллюстрацией различий между фокусом и предельным циклом является маятник настенных часов. Если маятник часов, висящий неподвижно, слегка качнуть, то он вернется в прежнее положение, т.е. остановится, и эта неподвижная точка – аналог притягивающего фокуса. Однако, если маятник раскачать достаточно сильно (а сами часы заведены), то он уже не вернется в начальное состояние, а будет долго качаться с одной и той же амплитудой, которая не зависит от того, насколько сильно мы качнули его впервые раз. Таким образом, в фазовой плоскости маятника существует область, где решения сходятся к фокусу, и есть другая область начальных данных, из которой все решения переходят на стационарные колебания , т.е. предельный цикл. 

И фокус, и предельный цикл являются своего рода финальными состояниями, “целью развития” системы – по прошествии достаточно большого промежутка времени все фазовые траектории из данной области начальных значений стремятся к этим состояниям. Такого рода точки и кривые на фазовой плоскости называются аттракторами системы. Можно строго доказать, что фокус и предельный цикл – это единственные типы аттракторов, возможные в двумерном случае. В многомерной системе (количество описывающих ее дифференциальных уравнений больше чем 2) предельный цикл получает свое обобщение (см. рис.10) – эта линия проходит уже не на плоскости, а в фазовом пространстве и напоминает нить, обмотанную вокруг бублика (в математике обозначается как обмотка тора). Хотя наше воображение не способно представить пространство с размерностью больше 3, но математики легко это делают, и, по их утверждению, в таком многомерном пространстве (т.е. для произвольного числа дифференциальных уравнений) существуют предельные циклы на торах любой размерности.

Однако, с увеличением размерности пространства, уже в трехмерном случае в семействе аттракторов происходит прибавление, непосредственно связанное с рождением хаоса. Здесь появляется притягивающее множество нового типа – т.н. странный аттрактор. Подчеркнем, что минимальными требованиями для его возникновения являются нелинейность системы и число уравнений не менее трех –  казалось бы, это не слишком много, но вытекающие отсюда следствия превосходят всякие ожидания. 

Опасная красота или Что может сделать одна единственная бабочка?

По-видимому, все это происходило так
. Однажды американский метеоролог Эдвард Лоренц попал под дождь и промок до нитки, поскольку не взял с собой зонтик. Простудившись и лежа в постели он долго и горько сетовал на собственную профессию: “Ну, сколько это будет продолжаться? Научатся ли когда-нибудь метеорологи давать надежные прогнозы погоды?” Поскольку свободного времени во время болезни у Лоренца было много, он немного подумал и решил сам попробовать и смоделировать, как именно меняется погода за его окном. Вначале дело казалось невероятно сложным – у атмосферы на улице десятки показателей, в ней происходят самые различные процессы – но, в конце концов, Лоренц свел все многообразие параметров к трем главным переменным, для связи которых он написал три нелинейных дифференциальных уравнения. Модель вышла довольно грубой, но годилась для предсказаний – осталось только “зарядить” ее в ЭВМ и получать результаты (а на дворе был 1963 г., и рабочий компьютер Лоренца марки LPG 30 просто не справился бы с расчетами более точной, но и более сложной модели). Из уважения к открытию мы также приведем систему дифференциальных уравнений Лоренца, не обсуждая смысла его переменных (достаточно сказать, что они происходят из упрощения классических уравнений гидродинамики и теплопроводности):

dX/dt = 10 (Y – X)
dY/dt = – XZ + r X  –  Y                                  (8)
dZ/dt =    XY – (8/3) Z

Вначале вычисления шли как обычно. Если параметр r, выбранный Лоренцом  в качестве управляющего, брать малым, то система имела устойчивые решения, стремящиеся к стационарной точке типа «фокус». Однако, если придать этому параметру достаточно большое значение (например, r=28), то фазовые траектории системы (8) теряли устойчивость. Они становились нерегулярными орбитами, вращающимися вокруг двух фиксированных центров, причем их витки не имели постоянного радиуса, они то приближались, то удалялись от центра. Поразительно было, что сделав несколько оборотов вокруг одного из центров траектория внезапно перескакивала ко второму, а потом столь же внезапно возвращалась, и число витков между “перескоками” все время менялось, так что в этом процессе не было видно никакой закономерности.

Тщательно исследуя необычное поведение траекторий, Лоренц сделал два поразительных открытия. Во-первых, независимо от выбора начальных значений траектории всех решений довольно быстро оказывались в некоторой ограниченной области фазового пространства и начинали чертить там одну и ту же фигуру, показанную на рис. 11. Как вы видите, она очень похожа на бабочку, расправившую крылья. В центре каждого крыла находятся неустойчивые стационарные точки системы дифференциальных уравнений (8) (вы можете отыскать их сами, приравнивая правые части (8) к нулю). Если внимательно рассматривать структуру этой “бабочки”, то можно увидеть, что ее крылья “сотканы” очень сложно, как будто “нитка” все время случайным образом переходила с одного крыла на другое. Это означает, что и решение (8), которому соответствуют траектории на “бабочке”, ведет себя как бы случайно (на рис.12 показан график зависимости от времени одной из переменных X(t)): некоторое время решение проводит вблизи одной стационарной точки (на графике это X=8,5), затем резко переходит к колебаниям вокруг другой точки (X’= – 8,5). Подчеркнем, что к нашей “бабочке” сходились траектории из любых, в том числе очень далеких начальных точек, поэтому она несомненно представляет собой аттрактор системы (8). Однако он  совсем не похож на рассмотренные нами выше фокус и предельный цикл, и поэтому он получил название странного аттрактора.

Второе свойство системы (8), обнаруженное Лоренцом, было не менее удивительным. Он нашел, что поведение модели “чудовищно” неустойчиво к изменению начальных условий. Поясним это так: мы возьмем два решения системы, выходящие из очень близких начальных точек (см. рис.13) Вначале их поведение схоже – они почти синхронно обращаются вокруг крыльев бабочки и вместе делают “первый перескок”. Однако, спустя некоторое время поведение решений расходится – они перестают делать “перескоки” вместе, и если вначале второе решение просто несколько запаздывало по сравнению с первым, то очень скоро даже сама форма решений становится совсем другой. Расстояние между решениями растет, они оказываются на разных «крыльях», и, наконец, можно сказать, что с некоторого момента между поведением этих решений вообще нет никакой связи. Таким образом, Лоренц сделал вывод: при сколь угодно малом изменении начальных значений спустя конечное, и даже весьма небольшое время, новое решение системы (8) полностью утрачивает корреляцию с старым. Предсказать его поведение, основываясь на старом решении, становится невозможно, хотя их начальные условия были очень и очень близки.

Сам не ожидая такого успеха, Лоренц смог теперь ответить на волновавший его вопрос: можно ли предсказать погоду? Оказывается, ответ прост – нет, нельзя, по крайней мере, на длительное время вперед, поскольку минимальная ошибка в знании начального состояния атмосферы, ошибка, которую нельзя учесть даже обладая самыми лучшими приборами, может привести к тому, что погода, которая наступит, будет абсолютно противоположна предсказанной. Конечно, это не относится к краткосрочным прогнозам, когда корреляция двух близких решений еще не успевает нарушиться. К тому же, можно надеяться, что не всегда параметры атмосферы таковы, что в ее уравнениях появится странный аттрактор, поэтому результаты Лоренца не должны подрывать сами основы существования службы погоды. Но если уж эти параметры приводят к появлению странного аттрактора , то система входит в состояние хаоса, и тогда ее поведение принципиально непредсказуемо. Малые, даже смешные причины, изменяющие начальные условия, могут вызвать колоссальные трагические последствия.

Лоренц писал: “Взмах крыльев бабочки сегодня, на крыше моего дома в США может через месяц вызвать опустошительный ураган на побережье Индонезии.”
 “Эффект бабочки” – именно так и назвал Лоренц обнаруженную им необычайную чувствительность к заданию начальных условий. Образ бабочки, порожденный самим видом аттрактора Лоренца, очень быстро, уже при самом открытии хаоса, сплетался с представлениями об исторических судьбах человечества. В начале 1960-х. гг. (почти одновременно с открытием Лоренца!) великий американский фантаст Рей Бредбери написал ставший знаменитым рассказ “И грянул гром”. Его герои – путешественники во времени – обсуждают влияние незначительных изменений в далеком прошлом на человеческую историю и приходят к тем же выводам, что и Лоренц. “Нельзя предсказать, к чему приведет гибель того или иного растения. Малейшее отклонение сейчас неизмеримо возрастет за шестьдесят миллионов лет... Скажем, мертвая мышь ведет к небольшому отклонению в мире насекомых, дальше – к угнетению вида, еще дальше – к неурожаю, депрессии, голоду, наконец, к изменениям социальным. А может быть, итог будет совсем незаметным – легкое дуновение, шепот, волосок, пылинка в воздухе, такое, что сразу не увидишь. Кто знает? Кто возьмется предугадать?”
 Бредбери смотрит на историю Земли как на систему в состоянии хаоса, с непредсказуемой судьбой. В результате, как вы помните, герой рассказа, попав в прошлое, случайно раздавил все ту же бабочку – а в современных ему Соединенных Штатах изменились результаты президентских выборов, и к власти пришел диктатор.

Рассмотренная нами модель Лоренца содержит все сущностные черты, свойственные явление детеминированного хаоса и позволяет дать его математическое определение. Очевидно, что модель типа (8) описывает детерминированную систему в том смысле, что законы ее развития заданы на языке дифференциальных уравнений,  значения всех коэффициентов в уравнениях фиксированы, поэтому математика гарантирует, что зная начальные условия системы мы найдем однозначное решение, описывающее ее дальнейшее поведение. Откуда же здесь взяться случайности? Оказывается, что все дело в чувствительности к заданию начальных условий. Малейшая ошибка в их определении сводит на нет уверенность в том, что мы определили именно то единственное, нужное нам решение, более того, любое “близкое” решение, на самом деле совершенно не годится, поскольку через короткое время оно потеряет свою “близость” к искомому решению. Это значит, что для того, чтобы определить поведение системы, необходимо знать начальные условия с бесконечной точностью, а это невозможно. Итак, в действительности поведение нашей детерминированной системы оказывается принципиально непредсказуемым, т.е. случайным. Поэтому мы можем дать следующее определение: детерминированным хаосом называется режим поведения динамической системы, обладающей свойством чувствительности к заданию начальных условий.

Указанное ключевое свойство в определении хаоса имеет и чисто математическую формулировку – в системе, обладающей чувствительностью к заданию начальных условий, траектории в фазовом пространстве неустойчивы и любое отклонение между двумя из них X(t) и X’(t) экспоненциально растет:

|X(t) – X’(t)| ~ C e ( t .

(модуль здесь надо понимать как расстояние в многомерном фазовом пространстве). Константа ( >0 и определяет характерное время разбегания траекторией и называется показателем Ляпунова (подробнее о нем см. приложение). Нам сейчас важна тесная связь между хаотическим поведением системы и неустойчивостью: существование странного аттрактора всегда означает присутствие локальной неустойчивости в данной области фазового пространства.

Помимо исследования фазового пространства, то же свойство можно изложить и на временном языке с помощью понятия автокорреляционной функции A(() = <X(t), X(t + ()> (острые скобки означают усреднение по всем значениям времени t). Ее  значение выражает корреляцию решения X(t) с тем же решением, сдвинутым по времени на промежуток (. Введенная статистиками, эта функция как раз и призвана показать, насколько полученное решение предсказуемо (корреляция присутствует для всех () или нет, как в нашем случае. Если решения в хаотической системе через конечное время теряют связь со своим предшествующим поведением, то автокорреляционная функция для таких решений спустя конечный промежуток должна обращаться в нуль, т.е. ненулевые значения A(() должны встречаться только в ограниченном диапазоне (. Поскольку автокорреляционную функцию в принципе можно вычислить для любого временного ряда, то она служит хорошим инструментом для диагностики присутствия хаоса в системе (см. приложение).

Наконец, познакомимся чуть подробнее на примере модели Лоренца с геометрией странного аттрактора. Мы говорили, что внешне аттрактор Лоренца похож на бабочку, т.е. двумерную поверхность. Однако, «проткнув» кажущееся двумерным “крылышко”, мы обнаружим там сложную структуру, состоящую из большого числа плотно упакованных листов. Таким образом, обладая “поперечной” структурой, странный аттрактор не может быть поверхностью, но вместе с тем не имеет объема, поскольку толщина каждого “листа”, из которых он состоит, равна нулю. Все это приводит нас к мысли, что странный аттрактор относится к очень необычному классу геометрических объектов, называемых фракталами, – объектов, пространственная размерность которых не является, как мы привыкли, целым числом (одно– , двух– или трехмерные фигуры), а некоторым дробным числом (так, размерность аттрактора Лоренца  d = 2,06). Краткий очерк фрактальных свойств природы и их применений мы также сочли необходимым поместить в приложение к этой главе.

 Итак, в чем же главная ценность открытий Лоренца? Не только в том, что им был математически “пойман” некий экзотический объект. Вернемся к началу главы. Лоренц получил свою систему, значительно упростив исходные, более точные гидродинамические уравнения. И, упростив – получил невероятно сложное, хаотическое поведение. Значит, это поведение было неотъемлимым свойством и самой исходной системы. А ведь полученный Лоренцом хаос, в некотором смысле, действительно прост, его удобно моделировать и изучать, а для “неупрощенной” атмосферы ситуация еще сложнее (можно попытаться представить себе странные  аттракторы с большими размерностями и запутанной структурой, которые описывают бушующие турбулентные потоки и т.д.) Но главное – Лоренц даже на грубой модели открыл подлинное свойство природы. 

В этом умении – упрощать, чтобы открыть сложное – заключена большая надежда для тех полей науки, где явление хаоса не так очевидно, и конечно же, для истории. Хаос – это структурное свойство системы, одна из основных ее черт. Поэтому, для его обнаружения не требуется слишком точная модель, и можно не бояться, что если слегка поменять коэффициенты или добавить новые слагаемые, то хаос исчезнет. Мы уже знаем, что хаос порожден нелинейностями и неустойчивостями фазового потока в многомерном пространстве – а это выполняется для большинства нелинейных систем. Например, в истории для этого достаточна всего лишь трехкомпонентная модель социума с нелинейными связями (в биологии, скажем, этому соответствуют системы  типа “два хищника и добыча” и т.п. – и здесь действительно обнаруживается хаос). Анализируя задачу и неизбежно упрощая ее (хотя, понятно, не надо впадать в крайности!), можно не бояться «потерять» хаос, и если мы нашли его в простой модели системы – значит, он действительно там есть.

И еще: мы хотим подчеркнуть одну особенность, отличающую наш подход от того, что продемонстрирован в знаменитом рассказе Рея Бредбери. Там хаос – это как бы глобальное состояние истории, времени, влияющее на все и вся. Это не совсем точная метафора – мы уже говорили, что моделируемая дифференциальными уравнениями действительность описана локально, и такое описание само по себе имеет свои временные и пространственные границы. Для системы в целом это означает, что хаос может умирать и рождаться. Скажем, пусть в модели Лоренца управляющий параметр r незначительно меняется с течением времени. На поведении решений это почти не скажется, но тогда система, начиная когда–то развитие с малым r в регулярном режиме, может затем, при достижении управляющим параметром некоторого “критического” значения, перейти к хаосу. Возможен и обратный переход. Такого рода изменение режимов поведения называется бифуркацией и заслуживает подробного знакомства в следующих параграфах. Пока же, не соглашаясь с Реем Бредбери, мы предлагаем свой, “локальный” взгляд на историю как на чередование хаотических и предсказуемых процессов, и если в период хаоса роль случайностей резко возрастает, то в “спокойное” время они не могут оказать существенного влияния на направление развития.

Все изученные в этом параграфе свойства находят непосредственное применение при построении методов, позволяющих определить, находится ли система в хаотическом режиме (иначе говоря при детектировании хаоса). Мы рассмотрим сейчас эти же свойства на одном конкретном примере, позволяющем лучше и нагляднее понять “механику” хаоса, а затем перейдем к обсуждению возможности исторических приложений нового понятийного аппарата.

Приготовим хаос за 5 минут

 Итак, первоначально детерминированный хаос был открыт при исследовании систем дифференциальных уравнений, таких как модель Лоренца, и поэтому, чтобы «поймать» его удивительные свойства, все же требовались изрядные вычислительные усилия. Но очень скоро люди “приручили” хаос. Оказалось, что изучать его можно на примерах простейших разностных схем, подобных тем, что выписывали, рассуждая о теории Мальтуса. И особую роль  среди схем, приводящих к хаосу, сочетая одновременно простоту и глубину анализа, получило т.н. логистическое отображение, к которому мы сейчас и обратимся.

Предположим, что нас интересуют ряд последовательных значений переменной Xi, где каждое последующее значение определяется предыдущим по правилу:

Xi+1 = k Xi (1 – Xi)                       (9)

Как видно, эта дискретная схема – нелинейна, и напоминает модель Мальтуса с пределом роста (5). Индекс i, как обычно, будем считать нумерующим временные единицы – годы, месяцы или дни. Сама переменная X может иметь различный смысл. Рассмотрим на график Xi+1 = f(Xi), изображенный на рис.14 (как видно, он представляет собой параболу). Если все значения переменной X нормировать от 0 до 1 (или, что то же самое от 0 до 100%), то это отображение увеличивает малые значения X и уменьшает  значения, близкие к 100%. Такое поведение демонстрирует, например, рынок товаров, где X – доля рынка, захваченная новинкой. Понятно, что увеличение такой доли активно происходит, когда она только появилась и ее доля на рынке мала; когда же она покрывает почти весь рынок, начинается естественный спад, связанный с отказом от надоевшего и слишком распространенного товара, и рынок ищет другие новинки. Параметр k здесь моделирует некоторую силу, управляющую внедрением новинки (например, рекламу).

Логистическое отображение возникает и в более приближенной к истории модели социальной мобилизации (Гранофеттер, 1978). Задачей моделирования здесь было показать, как быстро массы людей включаются в общественные движения (митинги, петиции, демонстрации, марши протеста, городские беспорядки и т.д.). Модель была названа “пороговой”, поскольку утверждалось, что у каждого человека существует некоторый порог вступления в массовую акцию – для этого необходимо, чтобы в ней участвовала какая-то существенная часть его окружения. Другой порог существует и для выхода из акции – если слишком много окружающих занимаются тем же самым. Поэтому ясно, что, если X – это доля участников массового движения, ее малые значения должны расти, а близкие к 100% – падать. 

Значения коэффициента k интерпретируются здесь как мера “политизированности” общества, показывающая насколько в нем велик интерес к происходящим общественным событиям и движениям. Поскольку значение переменной X меняется в пределах от 0 до 1 (т.е. 100%), то и управляющий коэффициент k нормирован в определенном диапазоне. Из требования математической корректности модели вытекает, что нормированные значения k лежат от 0 до 4.

Рассмотрим сначала последовательность Xi при малых k. Мы воспользуемся для этого уже знакомыми нам расчетами в Microsoft Excel. Итак, отведем ячейку A1 для начального значения X0 (скажем 0,3), в ячейку С1 заносим коэффициент k (для начала выберем его равным 0,1), а столбец B пока оставим свободным. Ячейки первого столбца представляют искомую последовательность Xi. Для этого в клетку A2 мы вводим вычислительную формулу

=$С$1*A1*(1–A1)

и “размножаем” эту формулу, скажем, на 30 клеток столбца A, что соответствует тридцати шагам нашей последовательности. 

В первом столбце появился ряд вычисленных чисел искомой последовательности. Если выделить всю область столбца, содержащую числа, и нажать кнопку “Диаграмма” (следуя дальнейшим инструкциям, как мы это уже делали к вычислительном примере №2), то можно построить график, по которому удобно следить за дальнейшими изменениями в поведении ряда. 
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Рис 15. Логистическое отображение: сходимость к устойчивой точке X0 = 0.

На графике при выбранном нами значении k=0,1 видно, что значения X быстро сходятся к нулю. Это происходит практически уже через 4 шага наших вычислений. Меняя начальные значения в клетке A1, мы убеждаемся, при любом из них последовательность Xi сходится к нулю, т.е. 0 – это устойчивая стационарная точка модели при данном коэффициенте k. Результат можно интерпретировать следующим образом: малая “политизированность” жителей приводит к тому, что их участие в социальном движении будет непрерывно падать, даже при большом начальном “вбросе” его участников X0. Точно также при отсутствии рекламы распространенность товара должна все время сокращаться, даже если вначале им заполнили весь рынок.

Начнем теперь увеличивать параметр k. Легко заметить, что стремление X к нулю замедляется, этот процесс начинает занимать все больше и больше времени. При k=1 он идет так долго, что выходит за границы нашего графика; мы видим, что на 30-м шаге значение X еще где-то около 2%. 

Однако, стоит управляющему параметру пересечь границу k>1, как появляется новое качество. Последовательность Xi  сходится теперь к некоторому конечному ненулевому значению (например, для k=1,3 это значение примерно 0,23, т.е. 23%). И эта сходимость также не зависит от начального условия, и происходит как от малых, так и от больших X0. Выберем, скажем, при том же значении k=1,3 начальное условие X0=0,005. Казалось бы, это условие очень близко к стационарной точке X=0, однако, как видно из графика, последовательность значений Xi все равно приходит к уровню Xпред= 0,23. На математическом языке это означает, что стационарная точка X=0 потеряла устойчивость, а новая стационарная точка Xпред = 0,23 такую устойчивость получила.
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Рис 16. Логистическое отображение: сходимость к устойчивой точке X0≠0.

Итак, наша модель показывает, что при превышении некоторого критического уровня “политизированности” социальные движения становятся устойчивыми в обществе. Доля их участников оказывается примерно постоянной и определяется внутренними свойствами системы – теми индивидуальными порогами участия, о которых мы говорили в начале параграфа. Существование и устойчивость такой “политически активной” части населения в развитом обществе подтверждается многочисленными социологическими исследованиями.

Возникает вопрос: сохранится ли такая картина при дальнейшем росте политизации? Не грозит ли увеличение политически активной части общества нарушить его стабильность в целом? Как доказывает модель Гранофеттера, у таких опасений есть все основания.

Мы продолжаем увеличивать коэффициент k и замечаем, что стационарная точка Xпред растет вместе с ним. На самом деле, нетрудно вывести математический закон, заложенный в модели (9), согласно которому стационарная точка определяется формулой Xпред = 1 – 1/k. Она справедлива в пределах значений k от 1 до 3, и при последнем из них доля политически активного населения достигает 67 %. А затем происходит неожиданное.

Как только k пересекает значение 3, режим поведения системы меняется. Вместо одной стационарной точки, к которой сходилась бы последовательность Xi из любого начального условия, в ее пределе возникает цикл – два чередующих значения Xi. Рассмотрим, например, k=3,2 и прежнее начальное значение X0 = 0,3. 
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Рис. 17. Логистическое отображение: предельный цикл из двух точек.

На графике хорошо видно, что спустя примерно 15 шагов поведение системы становится циклическим – значения X = 0,80 и X = 0,51  чередуются. Легко убедиться, что последовательность будет сходиться к этим же чередующимся значениям при любом начальном условии. Поэтому данный цикл из двух точек устойчив, т.е. является новым периодическим аттрактором системы. Его можно назвать предельным циклом в том же смысле, в каком мы использовали этот термин для систем дифференциальных уравнений.

Дальнейшее увеличение управляющего параметра показывает, что цикл из двух точек существует в области 3<k<3,5. После того как k превышает 3,5, происходит новое удвоение, и новым аттрактором системы становится цикл уже из четырех точек (на графике мы проверили это при k = 3,55). 
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Рис. 18. Логистическое отображение: предельный цикл из четырех точек.

Как вы уже догадываетесь, при дальнейшем росте k возникают следующие удвоения, причем происходят они все быстрее и быстрее. Восьмиточечный предельный цикл появляется при значении k около 3,57, затем рождаются циклы из 16, 32, 64 и т.д. точек. Они по-прежнему устойчивы, но наблюдать их все сложнее (так, например, ясно, что на рассматриваемом нами участке в 30 шагов наблюдать цикл из 32 точек невозможно). Следовательно, на практике с ростом числа точек в цикле представление о периодичности процесса постепенно утрачивается, и он все более начинает напоминать случайный. Однако, подлинный “хаос” может наступить, только при переходе системы к “циклу” из бесконечного числа точек. Поразительное свойство логистического отображения (9) состоит в том, что такой переход осуществляется при конечном значении управляющего параметра k около 3,6. Таким образом, при 3,6<k<4 система ведет себя апериодично, разброс значений Xi становится произвольным, в любой момент времени они могут приблизиться к 1 или упасть до 0. Это значит, что в системе наступил детерминированный хаос. 

Убедимся в этом, взяв k = 3,95. Соответствующий график лучше построить для вдвое большего числа точек, чем раньше, поэтому продлим столбец чисел в таблице, до ячейки A60, а затем выделим нашу диаграмму, нажмем клавишу “Мастер диаграмм” и в появившемся окне изменим область данных графика на “=$A$1: $A$60”. Перед нами возникает график ряда Xi, который можно было бы счесть последовательностью случайных чисел, если бы мы знали, что он сгенерирован по вполне определенному закону (9). В ряду присутствуют как очень большие (близкие к 1), так и малые значения. Можно строго доказать, что значения Xi могут с равной вероятностью оказаться в любой области отрезка от 0 до 1, и таким образом, равномерно заполняют его, но в случайном порядке. Это свойство, по которому хаотический ряд равномерно заполняет область значений, называется эргодичностью и играет важную роль в теории хаоса.
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Рис. 19. Логистическое отображение: хаос.

Какие выводы из увиденного нами рождения хаоса можно сделать для нашей модели социальной мобилизации? Первый и главный – при слишком большом значении управляющего параметра (“политизации”) общество теряет устойчивость. Заметим, что стабильное состояние продолжалось до максимального уровня “политически активной” части населения в 67 %. При дальнейшем росте политизации вместо увеличения этой социальной группы наша модель предсказывает колебания ее численности. Люди то вступают, то выходят из общественных движений (в последнем случае их отталкивает слишком большое число участников) – т.е. нарастает социальная неуверенность, и это первый симптом надвигающегося хаоса. Последующий режим можно рассматривать как переходный – колебания будут усложняться, резко прогрессируя (как мы видели, для перехода от 4 до 16-точечного цикла и т.д. достаточно изменения уровня политизации на несколько десятичных долей), наконец, если политизация близка к максимальной (а ей, напомним, соответствует максимальное значение k=4), то в обществе наступает хаос. В любой момент времени число участников социальных движений может достигнуть 100% (и это, очевидно, «революция»), или упасть до нуля. Более того, предвидеть развитие поведения системы невозможно – этому препятствует указанное нами выше свойство детерминированного хаоса: чувствительность к начальным значениям.

Проиллюстрируем это важное свойство на нашей электронной таблице. Если вы помните, вначале мы оставили свободным столбец B, и вот теперь он нам понадобится. Выделите все ячейки с числами в столбце A, затем в ряду основных клавиш программы нажмите “Копировать”, и затем поставьте курсор в ячейку B1 и нажмите клавишу “Вставить”. Столбец B теперь является копией столбца A. Но меняя значение в его первой клетке B1, можно получить вторую числовую последовательность для нашего анализа. Пусть в A1 находится начальное значение X0=0,3, а в B1 – очень близкое значение 0,3001 (коэффициент k по прежнему берем равным 3,95). Построим на диаграмме графики двух рядов одновременно, для этого достаточно все лишь указанным выше способом поменять область данных на “=$A$1:$B$60”.
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Рис. 20. Логистическое отображение: чувствительность к заданию начального условия (ЧЗНУ).

Вначале оба ряда почти сливаются. Но вот по истечении 10 шагов заметны уже некоторые различия в их поведении, наконец, на 15 шаге они совершенно расходятся – один ряд резко уменьшается почти до нуля, а другой, наоборот, растет. Расстояние между значениями ряда превышает половину ширины всей области значений (около 0,6 – сравним с тем, что в начале их разность была 0,0001) В дальнейшем поведении рядов всякая корреляция между ними утрачивается. Интересно увидеть из графика, как где-то около 40 шага ряды вдруг опять сливаются – однако это чистая случайность, и мы видим, что через несколько шагов она исчезает. 

Логистическое отображение не просто демонстрирует нам простой пример перехода  системы к детерминированному хаоса. Оно еще предлагает определенный сценарий такого перехода. Признаками такого сценария являются удвоения (или, как говорят математики, бифуркации) стационарных точек системы. Наверное, самая красивая картинка из всего, что нам может дать такое простое с виду отображение (9), – это “дерево бифуркаций” (см. рис. 21). На рисунке изображены значения стационарных точек системы (по вертикальной оси) при различных k (по горизонтальной оси). Вначале – это всего одна стационарная точка Xпред=1 – 1/k, но затем она раздваивается на двухточечный цикл (при k=3), а в свою очередь каждая из точек цикла раздваивается дальше (при k=3,5) и т.д. При k>3,6 мы совершенно перестаем различать структуру дерева, не можем сосчитать сколько на нем “ветвей”, а это и значит, что в системе наступил хаос. 

У дерева бифуркаций много необычных свойств. Например, в нем есть “окна” порядка – самое большое такое окно можно заметить при k ( 3,84 – здесь последовательность Xi переходит на трехточечный цикл! Как показывают математические исследования такие “окна” можно найти для циклов любого порядка, однако с увеличением количества точек цикла размер соответствующего окна становится исчезающе малым. 

Другое любопытное свойство – в том, что расстояния между последовательными бифуркациями (измеренные по оси k), убывают приблизительно в геометрической прогрессии. Именно это свойство обеспечивает наступление хаоса при конечных значениях управляющего параметра. Более того, знаменатель прогрессии (т.н. число Фейнгенбаума F ( 4,669) – это универсальная математическая константа, независящая от конкретного вида отображения (9). Такой же знаменатель наблюдается у последовательности бифуркаций любого отображения, лишь бы на его графике (см. рис. 14) был один максимум. Все это раз иллюстрирует тот факт, что переход к хаосу через последовательность бифуркаций является одним из универсальных способов рождения хаоса.

Бифуркации присущи не только стационарным точкам дискретных отображений. Они возникают и в системах дифференциальных уравнений, где изменения управляющего параметра могут привести к рождению предельного цикла из фокуса, к “столкновению” и слиянию двух фокусов и т.д. (некоторые возможности изображены на рис. 22). Главная черта этих примеров – качественное преобразование фазового портрета системы при изменении ее параметров. Меняются режим фазовых траекторий, а значит рождается новая внутренняя структура решений системы, их качественно новое поведение.

Со свойствами бифуркаций связано последнее глобальное определение из теории хаоса, которое мы рассмотрим в данной части. Речь идет о понятии “катастрофа” и его сочетании с некоторыми уже устоявшимися взглядами на развитие исторического процесса.

Промежутки истории

Теория катастроф – такое название получила первоначально узкая область математики, лежавшая на стыке топологии и анализа и изучавшая особенности (особые точки) систем дифференциальных уравнений. Но очень скоро теория катастроф полноправно вошла в междисциплинарные исследования синергетики. Универсальность ее понятий стала общепризнанной и перешагнула рамки точных наук. Так, например, в научном фольклоре широко известны полушутливые, но тем не менее логичные модели, которые предложил один из создателей теории катастроф, знаменитый советский математик В.И.Арнольд для объяснения процессов, происходивших в нашей стране в период перестройки и после нее.

Тем не менее возможность исследования “катастроф” в общественных науках обычно вызывает у историков не менее отрицательный отклик, чем ассоциации с “теорией хаоса”. В гуманитарной лексике слово “катастрофа” неизбежно влечет за собой представления о катаклизмах (стихийных бедствиях, эпидемиях, войнах), сопровождающихся массовыми жертвами и разрушениями. Теория с таким “страшным” названием не может дать ничего конструктивного для исторических объяснений, имеющих дело с поступательным движением истории. 

И, однако, это ошибка. Можно сразу сказать, что виноваты, как и в случае с хаосом, неправильные ассоциации к слову, в общем-то довольно точно отражающему суть изучаемого явления. Более того, все названные несчастия – болезни, землетрясения и пр. – в том смысле, который вкладывает в этот термин математическая теория, как раз “катастрофами” и не являются.

В буквальном переводе с древнегреческого катастрофа означает “переворот”. Точнее, мы можем представить себе некоторую систему со своими внутренними законами и чертами поведения. Когда в такой системе происходит переворот, это означает, что меняет режим поведения, в нем рождаются какие-то новые черты, которых в ней не было раньше, а старые теряются. (Ясно, что такая картина подходит и к бытовому толкованию слова “переворот” как смене политических режимов). Именно такие “перевороты” математики наблюдали в окрестностях особых точек систем  дифференциальных уравнений при изменении их параметров, поэтому они и дали своей теории такое название.

Один из авторов теории катастроф писал: “Катастрофами называются скачкообразные изменения, возникающие в виде внезапного ответа системы на плавное изменение внешних условий… в то время как ньютоновская теория позволяет исследовать лишь плавные, непрерывные процессы, теория катастроф дает универсальный метод исследования всех скачкообразных переходов, разрывов, внезапных качественных изменений”.

Итак, катастрофа – это системное явление, которое может претендовать на роль общефилософского термина. В полном соответствии с гегелевской диалектикой незначительное количественное изменение управляющего параметра может привести к качественному скачку в поведении системы. Мы уже встречались с этим в предыдущем параграфе – действительно, рассмотренная там бифуркация была лишь частным случаем катастрофы. В логистическом отображении при малом изменении величины k (например, с 2,99 до 3,01) устойчивое стремление системы к стационарной точке менялось на периодические колебания между двумя точками. Это и есть изменение режима поведения, т.е. катастрофа. 

Можно ли такое качественное название режима считать произвольным? Конечно же нет. И устойчивая точка и предельный цикл уже существовали во внутренних свойствах системы, заданной законом (9). Однако, они не могли реализовываться одновременно, поэтому и существовали при различных значениях параметра. Значит, в результате катастрофы на самом деле система как целое не приобретает новых свойств –  просто реализуются новые возможности, изначально в ней заложенные, но которые ранее не могли себя проявить. Поэтому катастрофа в истории – это решительная проверка системных свойств общества (страны, народа, города, учреждения и т.д.), подлинно критический момент, который заставляет выявить скрытые черты, реализовать подспудные возможности, о которых, может быть, ранее и не подозревали, и которые в других обстоятельствах могли бы никогда и не выступить на историческую сцену.

Наконец, еще одна важнейшая категория, присущая катастрофе – неизбежный выбор пути. Поясним на знакомом примере. В логистическом отображении одну устойчивую точку сменяют две устойчивых, затем четыре и т.д., что прекрасно иллюстрируется “деревом бифуркаций” (см. рис. 21) Тем самым, как мы не раз говорили, система входит в циклический режим, перебирая одну за другой все устойчивые точки при данном параметре. Однако, если перейти от отображения (9) к реальным физическим системам, которые оно описывает, мы увидим, что такой циклический режим – математическая идеализация. В реальной “диссипативной” системе (где присутствует трение, различные тепловые потери и пр.) бесконечное чередование устойчивых точек невозможно, и в конечном счете система выбирает лишь одну из них и останавливается возле нее. При этом срабатывают все свойства, присущие хаотическим системам, и в частности, чувствительность к начальным условиям, а на практике это значает, что предсказать, какую-именно из точек (или “ветвей” на дереве бифуркации) выберет система, невозможно.

Итак, в момент бифуркации мы имеем дело с непредсказуемым выбором системы между двумя (а в более сложных случаях и несколькими) путями. Каждый из путей реален, поскольку заложен в свойствах системы, но реализовываться может только один из них. Предсказать же его заранее мы не можем – бесконечно малое изменение исходного состояния (“взмах крыльев бабочки”) может привести к тому, что выбор изменится на противоположный. 

Удивительно, но похожие проблемы уже давно обсуждаются в истории. Речь идет об анализе возможных исторических альтернатив и причин, приводящих к выбору того или иного пути. Такие “контрфактические” исследования приобрели популярность не только на Западе, но в последние десятилетия появились в отечественной историографии.

Системный подход “теории катастроф” придает этим исследованиям новую глубину. Если ранее многие историки склонны были абсолютизировать роль малых причин в выборе исторического пути, то теория катастроф показывает, что случайный выбор совершается отнюдь не в случайных условиях, и всегда раскрывает внутренние, потенциально существовавшие возможности системы. Например, часто, полушутя, полувсерьез в исторической литературе рассуждают о зависимости формирования римской империи от красоты “носика Клеопатры” (согласно традиционным описаниям древних историков, именно страсть к египетской царице привела Антония к поражению от флота Августа в битве при мысе Акциум). Между тем, не просто “носик Клеопатры” привел к победе императорский Рим и изменил судьбы мира. Эта и другие случайные детали, весьма незначительные сами по себе, повлияли на процесс выбора системы в критической ситуации (катастрофе), которая уже сложилась на территории римской республики к рубежу I в.н.э. в силу всего ее исторического развития и должна была привести к рождению нового качества. И черты будущей империи, и других, возможно, более демократических форм государственности уже были заложены в период поздней республики, поэтому империю, конечно же, не создал “носик Клеопатры”. Но именно он внес вклад в выбор между ней и другими путями развития.

Явления, поддающие анализу на языке теории катастроф, всегда возникают в переходные истории периоды. Как следует из изложенной парадигмы, именно эти “промежутки” истории (выражение Ю.Н.Тынянова) особенно информативны благодаря содержащимся в них нереализованным тенденциям и непройденным путям, объединены общей ситуация исторического выбора, надолго определяющего будущее государства или народа. Подходы к таким “критическим точкам” истории могут быть развиты при исследовании проблем, например, выбора столицы складывающегося государства, структурной перестройки общества в период гражданских войн или реформ, пространственного роста городских и промышленных агломераций, развития новаторских тенденций в культуре и т.д. Взгляд историка, вооруженный математическим знанием, может принести в анализ этих ситуаций как традиционные выводы, раскрытые более глубоко, на качественном ином языке, так и новые представления. Более подробный обзор таких попыток мы предложим читателю в следующих главах.

Распознавание хаоса

Приведенные выше примеры, на наш взгляд, достаточно убедительно показывают, насколько плодотворным является применение языка синергетики как метафор исторического исследования. Вопреки мнению польского методолога Ежи Топольски, полагавшего, что теория хаоса “не представляет объяснений, которые были бы глубже фактографического описания событий”
, мы продемонстрировали содержательность терминов “хаос”, “катастрофа”, “бифуркации”, “момент выбора” и др. именно как субъектов исследования в истории, а также новизну и глубину объяснений системных свойств, которые они подразумевают для того или иного исторического явления.

Однако, безусловно, от рассуждений и метафор хотелось бы перейти к более точной процедуре распознавания хаоса. Поскольку эта методология родилась в области математики, то было бы странно ограничиться только ее качественным обсуждением, не попытавшись предложить количественных критериев и методов для того, чтобы научиться определять и анализировать проявления хаоса в исторических событиях.

У этой проблемы есть два аспекта. Во-первых, само по себе важно количественно установить наличие детерминированного хаоса в последовательности исторических данных. Таких работ в историографии еще не существовало, и здесь наша книга, в особенности ее заключительные главы, является пионерским исследованием. Если мы “узнаем” хаос, то это сразу повлечет за собой весь комплекс его свойств – существование различных путей, непредсказуемость выбора, влияние индивидуального и случайного фактора и т.д.– которые активно будут использоваться в историческом анализе данного явления, и, скажем, могут существенно поколебать прежние детерминистские подходы и объяснения. 

Однако, во-вторых, не менее важным и содержательным является следующий шаг – переход от анализа данных к модели. Именно модель резко увеличит возможности исторического анализа системы. Написанная, например, на языке дифференциальных уравнений, она явно покажет важнейшие переменные системы (характеристики ее социальных групп) и связи между ними, определит управляющие параметры системы, ответственные за переход к хаосу. Исследуя модель при иных управляющих параметрах, мы сможем в явном виде увидеть другие пути развития, найти в каких точках осуществляется выбор путей, наконец, если эта модель имеет значение и для сегодняшнего дня, оценить минимальные управляющие воздействия, необходимые, чтобы вывести систему из хаоса. Таким образом, помимо объяснительной и аналитической, историческая модель, которую мы строим, может иметь, хотя и ограниченную, но прогностическую функцию.

Между тем ясно, что однозначного способа построить модель по историческим данным не существует. Бессмысленно было бы заниматься простой подгонкой под данные, ведь модель лишь тогда будет адекватной, когда правильно отразит структурные свойства системы. К счастью, математическая теория хаоса сделала некоторые успехи и в этом направлении, и ряд методов “реконструкции” модели мы также сейчас рассмотрим.

Математически строгое определение детерминированного хаоса содержит понятия спектра числового ряда. Построение спектра по имеющимся динамическим данным – это некоторая формальная математическая процедура (см. подробнее Приложение 3), позволяющая увидеть периодичность данных.  На той частоте, где числовой ряд более всего обнаруживает периодичность, в его спектре будет пик. Таким образом, можно определить не только глобальную периодичность, но и любую периодическую компоненту ряда (если данные, например, являются суммой двух рядов с разными периодами). На рис. 23 показаны несколько типовых спектров такого рода. Все они состоят из отдельных пиков различной высоты, между которыми спектральная мощность обращается в нуль. Таким образом, спектр периодического или квазипериодического ряда всегда дискретен, а гармоники частот, на которых возникают пики, определяются сочетаниями основных частот периодичности процесса.

Напротив, спектр апериодического процесса, независимо от присутствие пиков, обязан содержать непрерывную полосу, в которой значения спектральной мощности существенно отличны от нуля. (см. рис. 24) Наличие непрерывной полосы в спектре – это и есть математический признак хаоса, его необходимое, но не достаточное условие. Дело в том, что детерминированный хаос следует различать от т.н. “белого шума”, сигнала, сгенерированного абсолютно случайной функцией. Различие между ними лучше всего показывает другая математическая характеристика, называемая автокорреляционной функцией. Эта функция измеряет меру связи значений числового ряда с собственным прошлым. Смысл значения автокорреляционной функции для времени T в измерении величины корреляции между рядом X(t) и тем же самым рядом, сдвинутым на время T, т.е. X(t+T). (более строгое математическое определение см. в приложении 3).

Поскольку “белый шум” представляет собой функцию с абсолютно случайными значениями, то даже между соседними из них по времени не должно быть связи. Это значит, что автокорреляционная функция “белого шума” обращается в нуль при любых T?0. В то же время числовые значения ряда, порожденного системой с детерминированным хаосом, (например, координаты точки на странном аттракторе), коррелируют между собой при малых временах T и утрачивают корреляцию при больших временах (вспомним обсуждение этих свойств, когда мы исследовали чувствительность хаоса к начальным условиям). Таким образом, автокорреляционная функция хаотического сигнала имеет конечную область значений времени T, при которой она не равна нулю, а уже вне этой области практически обращается в нуль (см. рис. 25)

Автокорреляционная функция и спектральная мощность оказываются тесно связаны, поэтому те же отличия хаоса от “белого шума” мы можем перенести и на спектры сигналов. Спектр “белого шума” содержит гармоники бесконечно больших частот, и представляет собой непрерывную полосу, простирающуюся по частоте от нуля до бесконечности (см. рис. 26, в частности спектр простейшего теплового шума просто есть постоянная функция). Именно поэтому шум и был назван “белым”, по аналогии с белым светом, содержащим смешение сигналов всех цветов. В противоположность ему спектр хаотического сигнала имеет непрерывную полосу ограниченной длины, не доходящую до бесконечности (см. рис. 24), именно благодаря этому его и можно описать конечным числом детерминированных законов (дифференциальных уравнений).

Таковы характерные признаки детерминированного хаоса в рядах данных с точки зрения математических преобразований. Насколько удобно их применение в исторических исследованиях? К сожалению, в подавляющем большинстве случаев на этот вопрос приходится отвечать отрицательно. Дело в том, что спектральные методы анализа в принципе применимы для работы с длинными рядами, а для того, чтобы судить, есть ли у спектра непрерывная полоса и исследовать его поведение в пределе бесконечных частот необходимо по крайней мере несколько тысяч точек. В исторических данных такие длинные ряды почти не встречаются, здесь счет, как правило, идет на сотни, а иногда и на десятки точек. И это легко объяснить – динамика исторических данных может следовать годам, месяцам или дням, но даже в самом благоприятном случае – ежедневной статистике – чтобы набрать несколько тысяч точек необходимы измерения одного и того же показателя в течение по крайней мере десятилетия. Тем не менее, нам удалось обнаружить некоторые такие показатели, и обработку их динамики на предмет поиска хаоса мы представим читателю в следующих главах.

Как нам кажется, гораздо более широкое применение для исторических данных может найти другой, полукачественный метод поиска хаоса. Он был предложен еще в 1974 г. первооткрывателями хаоса Д.Рюелем и Ф.Такенсом для реконструкции странного аттрактора по наблюдаемому решению хаотической системы.

Идея метода настолько проста, что может быть реализована даже с помощью нашей подручной программы Microsoft Excel (хотя для настоящих поисков хаоса, конечно, требуется особое программное обеспечение).

Откроем новый лист Excel и построим в его соседних столбцах два ряда – один, порожденный логистическим отображением в режиме детерминированного хаоса (k=3,95), а другой – случайной функцией. Для построения первого столбца, как мы уже делали раньше, в ячейку A1 вводим формулу 

=$С$1*A1*(1–A1)

В ячейку C1 помещаем коэффициент 3,95. Затем эту формулу мы размножаем на первые 60 клеток столбца A.

Чтобы построить столбец B, состоящий из случайных чисел в диапазоне от 0 до 1, поступим так: наберем в первой ячейке этого столбца функцию, выдающую случайные значения

=СЛЗНАЧ() (в английской версии программы =RANDOM())

а затем “размножим” эту функцию на весь столбец.

Оба числовых ряда мы изобразили на графике, для чего выделили диапазон “A1:B60” и следовали далее указаниям “Мастера диаграмм”. Заметим, что поскольку функция СЛЗНАЧ, действительно, запрограммирована на генерирование случайных значений и изменяется при каждом пересчете листа, ее значения в разные моменты времени будут различаться, и график второго столбца (выделенный красным) на вашем компьютере, скорее всего, имеет другой вид. 




Рис. 27. Сравнение случайного и «хаотического» динамических рядов.

Важно, что чисто внешне графики случайного ряда и “хаотической” последовательности похожи – и тот, и другой описывают апериодический процесс, и на первый взгляд различить их сложно. Однако, теперь мы займемся построением, наглядно показывающем различие этих рядов, и одновременно иллюстрирующем сущность метода Рюеля–Такенса. Для этого, во-первых, скопируем первый ряд в столбец D (для чего наберем в клетке D1 формулу “=A1” и размножим ее на 60 клеток этого столбца), а затем, во-вторых, в столбце E поместим значения первого ряда со сдвигом на одно число вниз (в клетке E2 набираем формулу “=A1” и размножаем ее до клетки E60). Теперь то же самое проделаем со вторым рядом, используя столбцы F и G (набираем в F1 формулу “=B1” и размножаем до F60; набираем в G2 формулу “=B1” и размножаем до G60). Наконец, построим XY–точечные диаграммы рядов (знакомые нам по построению фазовых траекторий в системе щук и ершей). Первая диаграмма будет относиться к первому ряду и строится на столбцах D и E в диапазоне данных “D2:E60”, а вторая – ко второму ряду, с диапазоном “F2:G60”. 

Обе диаграммы приведены на рис. 28. Согласно построению каждой из них в качестве значений о одной оси выбирались числа данного ряда, а по другой – те же числа, сдвинутые на один номер (т.е. на единичный промежуток по времени). Координаты каждой точки, таким образом, – это пары (Xi, Xi+1) для каждого ряда. 







Рис. 28. Реконструкция фазового портрета: случайный ряд (сверху), детерминированный хаос (снизу).

Теперь мы можем сравнить, насколько отличаются по своим свойствам оба наших ряда. В том из них, который построен по принципу “белого шума” диаграмма показывает полностью случайное распределение точек, так что линии, их соединяющие, закрашивают почти весь квадрат диаграммы. Однако, на картинке, соответствующей детерминированному хаосу, четко видна некоторая структура, по которой движутся точки. Эта структура очень похожа на странный аттрактор, свойства которого мы описывали выше в одном из разделов. Она одновременно и хаотична, и обладает некоторой закономерностью. Замечательно, что даже для такого небольшого числа точек (в нашем случае – 60), эту картину нельзя спутать с беспорядочным “белым шумом”, ни тем более с периодическим сигналом, для которого (как раз в силу его периодичности) на такой же диаграмме присутствовало бы только несколько точек соединенных линиями.

Изложим теперь общую схему метода Рюеля–Такенса, проиллюстрированную данным примером. Пусть известна зависимость от времени X(t) для некоторой переменной в системе, где необходимо убедиться в присутствии детерминированного хаоса и увидеть черты странного аттрактора. Главная проблема состоит в том, что мы не знаем, сколько всего переменных в системе, а значит не можем определить размерность фазового пространства. Однако, даже если мы найдем эту размерность, то фазовую траекторию мы все равно не сможем построить, не зная зависимости от времени других переменных.

На помощь приходит аналогичные диаграммы в пространстве со временным сдвигом по осям, какие мы только это рисовали для логистического отображения. Процедура начинается с построения двумерной диаграммы, на которой откладываются пары значений (X(t), X(t+T)), где T – выбранный заранее, фиксированный временной сдвиг. Если двумерная картина не приводит к обнаружению структуры, напоминающей странный аттрактор, то следующей строится трехмерная диаграмма с тремя осями, в которых откладываются точки с координатами (X(t), X(t+T)). После нее, если результат поиска не достинут – диаграмма с четырьмя осями для точек (X(t), X(t+T), X(t+2T), X(t+3T)) и так далее. 

Как только в диаграмме ряда обнаруживается некоторая структура, процедура останавливается. При этом размерность построенной диаграммы и дает с размерностью фазового пространства системы, а значит, и число недостающих переменных. Теорема, которую доказали авторы метода, состоит в том, что реконструированный таким образом странный аттрактор обладает теми же структурными свойствами, что и истинный аттрактор в координатах (X(t), Y(t), Z(t), …). Для реальных систем размерность фазового пространства обычно невелика, и если на первых нескольких шагах аттрактор не будет обнаружен, то можно с уверенностью говорить, что мы имеем дело со случайными, “шумовыми” данными, без присутствия детерминированного хаоса. Строго говоря, “белый шум” является, как бы, хаосом бесконечно большой размерности, поскольку для любой конечной размерности фазовой диаграммы в нем отсутствует структура аттрактора.

Исследуя реконструированный аттрактор, можно сделать некоторые очень важные выводы, в частности, перейти к новому этапу анализа и попытаться построить модель. Для этого структуру аттрактора сравнивают с уже известными аттракторами различных моделей, из чего можно попытаться извлечь форму связей, характер нелинейности. Особенно большую помощь в этом оказывает т.н. сечение и отображение Пуанкаре, а также некоторые другие показатели, как размерность аттрактора и экспонента Ляпунова (см. приложение).

В заключении этого параграфа, мы еще раз вспомним слова Шекспира: “В этом безумии есть своя система”. Как мы убедились, суть всех методов поиска хаоса – в попытке открыть некоторую внутреннюю структуру, систему в данных с внешне случайным, но на самом деле детерминированным хаосом. Именно эта заложенная детерминированность позволяет затем строить модель, рассуждать о законах управляющих поведением системы, ее возможных путях и точках выбора. Именно такая внутренняя цельность делает хаос объектом науки и предметом исторического познания.

�  По сведениям National Centre of Health Statistics, U.S. Depart. of Health and Human Services. – данные приводятся в издании «The 1995 Grolier Multimedia Encyclopedia»: Grolier Incorporated, 1995. См. также Капица С.П. Сколько людей жило, живет, будет жить на Земле? М., 1999.


� Вот строгое математическое доказательство того, как дискретное решение (2) переходит в непрерывное решение (4). Предположим, что мы уменьшаем масштаб времени для дискретного решения в n раз, например переходим от промехутка (t = 1 год  к   (t’ = 1 месяц  (n=12). Воспользуемся “методом размерностей”. Коэффициент q измерялся ранее в единицах кол-во людей/год=кол-во людей/(12 месяцев)=1/12 кол-во людей/месяц, поэтому его новое значение после изменения масштаба q’ =q/12 или в общем виде q’=q/n. Поэтому уравнение (1) принимает вид: (X’i=(1+q’) Xi’, а его решение


 X’i=(1+q’)i X0 = (1+q/n)i X0, где индекс i  нумерует теперь месяцы. Чтобы сравнить  значения этого решения со значениями прежнего решением (2), полученными для полных лет, мы должны выбирать индексы i, кратные 12 (i = 1 год =12 месяцев; 2 года = 24 месяца и т.д.), т.е. подставляем i=n j, где j = 1,2,3 и т.д. Окончательно, новое решение дает нам


 X’j = ((1+q/n)n( j X0,   j=1,2,3,...                              (2’)


Таким образом, изменение масштаба времени в n раз приводит к тому, что в решении (2) меняется основание степени (выражение в квадратных скобках в (2’)). Переход к бесконечно малым отрезкам времени для вычисления производной означает, что n((,  но тогда предел выражения (1+q/n)n, хорошо известен в математике и равен eq, следовательно решение (2’) переходит к виду (4) (с заменой дискретного индекса j на непрерывную переменную t), что и требовалось доказать.
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